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1. Introduzione

La Teoria della Relativita Generale di Albert Einstein [6, 7] costituisce la miglior de-
scrizione che abbiamo dell’'interazione gravitazionale, in particolare alle basse energie
(campi deboli), come avviene nel laboratorio (naturale) costituito dal nostro sistema
solare. Alle alte energie (campi forti), fatto salvo alcune importanti eccezioni [13, 3] —
come nel caso di sistemi binari compatti formati da stelle di neutroni — le predizioni
della teoria sono meno verificate, sia per le difficoltd pratiche nello sperimentare in
campi forti, sia perché la teoria stessa cessa di valere in presenza di singolarita. Il regime
dei campi intensi ¢ quello che si deve comunque indagare piti a fondo quando siamo
interessati a comprendere le prime fasi evolutive dell’universo primordiale, o per capire
le proprieta dei buchi neri e delle stesse stelle di neutroni.

La Relativita Generale costituisce inoltre la teoria di riferimento per la cosmologia,
quella parte della scienza che cerca di spiegare 'universo nel suo insieme e che cerca di
rispondere a domande legate ai suoi costituenti fondamentali, a come esso sia nato e a
come evolva. La teoria si caratterizza per bellezza, coerenza interna ed eleganza, costi-
tuendo uno dei prodotti pit significativi del pensiero umano di tutti i tempi. Oggi, la
gravitazione sperimentale, che si occupa in generale della verifica empirica delle leggi
dell'interazione gravitazionale [27], costituisce lo strumento principale di verifica della
relativita generale: validandola o meno rispetto a teorie alternative ad essa proposte
negli anni e fornendo anche un possibile mezzo, dal punto di vista sperimentale, per
‘sintonizzare’ la relativita con le teorie quantistiche di campo.

Quest'ultimo sembra essere un punto essenziale, dal momento che la relativita non
¢ in grado di spiegare dal punto di vista fisico alcuni dei fatti che essa stessa predice,
come le singolarita, quali un buco nero o il Big Bang. Si tratta, in realtd, di situazioni
estreme, ma importanti da analizzare e studiare. Essendo infatti la Relativita Generale
di Einstein una teoria classica (non quantistica) della gravitazione, essa non riesce a
spiegare completamente il ‘funzionamento’ di un buco nero, ovvero di un ‘oggetto’ che,
nei termini della Relativita Generale, si presenta caratterizzato da densita e curvatura
elevatissime, praticamente infinite.

Si pensa che sia la meccanica quantistica a proibire il verificarsi delle singolarita, o

meglio degli aspetti non fisici a esse legati, come densita e temperature infinite, situa-
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zioni che si verificherebbero in campi gravitazionali infinitamente intensi. Alle fonda-
menta della Relativitda Generale sta il Principio di Equivalenza, uno dei principi meglio
verificati della fisica, attualmente con una precisione dell’ordine di 1 parte in 10" [24,
1, 28]. Questo grado di precisione non ¢ al momento sufficiente per dirci se la relati-
vita sia effettivamente la migliore teoria per la descrizione dei fenomeni gravitazionali,
almeno in campo debole e per basse velocita, nonostante che tutte le attuali verifiche
sperimentali lo confermino. Altre teorie, mutuate anche dalla fisica delle particelle e
dalla necessita di unificare le diverse interazioni della natura, prevedono violazioni del
Principio di Equivalenza, violazioni che possono verificarsi in contesti diversi, sia alle
alte sia alle basse energie. Si tratta di teorie che nascono in regime quantistico e con un
numero superiore, e di diversa natura, per i ‘mediatori’ dell’interazione gravitazionale
di quanto avvenga invece per la Relativita Generale, ove I'interazione ¢ mediata dal solo
tensore metrico.

Il presente contributo vuole mettere 'accento su alcuni dei temi fin qui introdotti,
sulle idee fondamentali che portarono Einstein a formulare la sua teoria della gravi-
tazione, con particolare enfasi sul Principio di Equivalenza, la vera pietra angolare di
tutta la teoria.

2. Alle fondamenta della Relativita Generale
Tre sono le idee principali alla base della formulazione, nel 1915, della teoria della
gravitazione di Albert Einstein. Queste idee legano intimamente la gravitazione, con
il concetto di inerzia e con quello di curvatura dello spazio-tempo. Le idee ispiratrici
della nuova teoria furono: il Principio di Equivalenza di Galilei e Newton, il concetto di
curvatura dello spazio di Riemann e il Principio di Mach, con le fondamentali implica-
zioni che ciascuna di queste idee comporta [4]. La matematizzazione di questi concetti
(1907-1915) porto alla formulazione di una delle pili belle teorie fisiche mai realizzate
dall’'uomo, che si caratterizza — come gia notato — per una coerenza interna e una ele-
ganza ancora insuperate. E importante aggiungere che, sia dal punto di vista teorico sia
da quello sperimentale/osservativo, agli inizi del XX secolo non c’erano spinte per la
formulazione di una nuova teoria della gravitazione in sostituzione di quella newtonia-
na'. Piuttosto, le tre idee rispondono, oltre che a un’esigenza di tipo fisico, a esigenze di
carattere geometrico ed estetico/filosofico.

Adesso analizzeremo brevemente il concetto di curvatura dello spazio di Riemann
e il Principio di Mach, mentre nei successivi paragrafi 'attenzione sara focalizzata sul
Principio di Equivalenza.

Le geometrie non-euclidee, di cui fa parte la geometria riemanniana, nascono con

la rimozione del V postulato di Euclide che cosi recita: dato un punto P esterno ad una

1 1l problema della anomala precessione del perielio di Mercurio, poi brillantemente spiegato dalla
teoria della Relativith Generale, era allora imputato a perturbazioni di origine gravitazionale all'orbita
del pianeta causate dalla possibile presenza di un pianeta (Vulcano), o da una fascia di minuscoli corpi,

fra I'orbita di Mercurio e il Sole.
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retta v su un piano, esiste una e una sola retta passante per P e parallela a r. Dall'ipotesi
che nessuna retta passante per P sia parallela alla retta » nasce la geometria riemanniana
o ellittica. Viceversa, dalla ipotesi che per P passino infinite rette parallele alla retta »
nasce la geometria iperbolica di Bolyai e Lobacevskij.

Gli studi di Georg Friedrich Bernhard Riemann si concretizzano nel 1854 [22] con
la generalizzazione dei precedenti lavori di Gauss sulla curvatura di superfici a 2-di-
mensioni alle superfici a n-dimensioni (con n > 2) e con I'introduzione di alcuni con-
cetti matematici assai importanti, come quello di varietad (“riemanniana’), con la sua
metrica e curvatura. Un caso particolare ¢ rappresentato dalla geometria della superficie
di una sfera bidimensionale. In questo caso le geodetiche sono equivalenti alle rette nel
piano, rappresentano la minima distanza fra due punti sulla superficie della sfera e si
ottengono dalla intersezione di un piano con detta superficie, purché il piano passi per
il centro della sfera stessa®. La cosa interessante ¢ che Riemann cercd di applicare questi
concetti anche all’'universo, parlando di curvatura dello spazio fisico e di come questa
debba legarsi alle forze fisiche. In particolare, secondo Riemann, lo spazio curvo ‘dice’
alle masse come muoversi e queste, per il principio di azione e reazione di Newton,
devono a loro volta influenzare lo spazio stesso.

Ernst Waldfried Josef Wenzel Mach si rese protagonista di un’aspra critica ai fonda-
menti della meccanica newtoniana [15]. In particolare, secondo Mach, 'accelerazione
rispetto allo spazio assoluto di Newton assume significato, nel senso che pud venire
correttamente compresa, soltanto quando ¢ riferita alla materia che costituisce 'uni-
verso, rappresentata dal riferimento delle stelle lontane. Quest’affermazione costituisce
il Principio di Maclk’, profondamente legato ai concetti di massa e di inerzia. Secondo
Mach, l'inerzia qui, ovvero I'inerzia locale, ha a che fare con la massa I3, ovvero con la
materia molto lontana. Il grado di incorporamento del Principio di Mach da parte della
teoria della Relativitd Generale ¢ ancora dibattuto, soprattutto per quanto concerne le
sue implicazioni cosmologiche, che dipendono dal tipo di universo possibile, compat-
to, aperto, o piatto all’infinito.

Per quanto concerne il Principio di Equivalenza, accontentiamoci per il momen-
to di ricordarlo in una formulazione corrispondente a quella di Galileo: rusti i corpi
cadono nel vuoto con la medesima accelerazione, indipendentemente dalla loro massa e
composizione chimica, rimandando al prossimo paragrafo per un maggior approfon-
dimento.

La domanda che adesso possiamo porci ¢ la seguente: che cosa implicano, dal punto
di vista concettuale, le tre idee su cui si basa la teoria d Einstein? Per rispondere, occorre

rivedere radicalmente il nostro concetto di interazione gravitazionale come “forza fra

2 Questi risultati sono intuitivi e si basano sul fatto che la superficie (a due-dimensioni) della sfera ¢
immersa nel "nostro" spazio a tre-dimensioni. Fu proprio Gauss a dimostrare che le proprieta di una

superficie possono comunque ricavarsi intrinsecamente dalle sole misure fatte sulla superficie.

3 Fu Einstein stesso a coniare questa espressione.
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corpi”. La risposta ¢ la seguente: la gravita é una manifestazione della curvatura dello
spazio-tempo.

In altre parole, la gravita non ¢ una forza fisica che si trasmette attraverso lo spazio
e il tempo, come vale per la legge di Newton della gravitazione universale o per le altre
interazioni note della natura. In sostanza, la gravita ¢ legata alla geometria dell’universo.
In effetti, la teoria della gravitazione di Einstein, o teoria della Relativitd Generale, vie-
ne pitt correttamente chiamata geometrodinamica dagli specialisti del settore. Einstein
capi che spazio e tempo giocavano un ruolo fondamentale e che essi non andavano
considerati come entita indipendenti ma, bensi, interdipendenti?, e che la curvatura
era dello spazio-tempo e non del solo spazio come aveva concluso mezzo secolo prima
Riemann. Per cercare di ‘intuire’ questeffetto della curvatura dello spazio-tempo sulla
materia ricordiamo la parabola della mela [17].

Consideriamo un ipotetico universo costituito dalla superficie curva di una mela e
gli abitanti di tale universo. Consideriamo due linee parallele che passano da due punti
vicini posizionati sull’equatore della mela. Che cosa accadrebbe agli ipotetici abitanti
se seguissero tali linee? Supponiamo che essi navighino sulla superficie delle mela con
ipotetiche imbarcazioni non provviste di timone e quindi possano andare soltanto ‘a
diritto’. Con I'allontanarsi delle due imbarcazioni dall’equatore, quindi con il loro con-
seguente avvicinamento al polo della mela, rappresentato, ad esempio, dal suo picciolo,
i due naviganti si avvicinerebbero fra loro con un tasso governato dalla curvatura della
mela, fino ad incrociare le loro rotte (magari scontrandosi) in prossimita del picciolo,
per poi tornare ad allontanarsi.

Cosa possiamo concludere da questa parabola? La conclusione ¢ che due linee ini-
zialmente parallele si incontrano, per effetto della curvatura della superficie della mela.
Il picciolo, ciog, agisce come centro di forza, ovvero come massa nella interpretazione
newtoniana della gravitazione.

La teoria geometrica della gravitazione di Einstein puo riassumersi nei seguenti tre

concetti:

1. localmente le geodetiche appaiono linee rette;

2. su regioni pitt ampie di spazio e di tempo, geodetiche inizialmente parallele
(o che si allontanano) iniziano ad avvicinarsi con un tasso governato dalla
curvatura dello spazio-tempo — questo effetto della geometria sulla materia &

quello che noi chiamiamo gravitazione;

3. la materia, a sua volta, curva la geometria.

Quindji, secondo l'interpretazione einsteiniana della gravitazione, lo spazio-tempo agisce
sulla materia ‘dicendole’ come muoversi e a sua volta la materia reagisce sullo spazio-

tempo ‘dicendogli’ come incurvarsi. In definitiva, la materia qui influenza la materia la.

4 Questo legame fra spazio e tempo ¢ gia presente nella Relativitad Speciale, formulata da Einstein nel

1905. L'aspetto nuovo sta nella curvatura dello spazio-tempo.
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3. Il Principio di Equivalenza: formulazioni di Galileo e Newton

Il Principio di Equivalenza costituisce il cuore della teoria della gravitazione di Einstein
0, piu correttamente, della geometrodinamica. 11 principio fu concepito e formulato
da Galileo intorno al 1600. Galileo esegui le prime verifiche sperimentali con corpi
in caduta, piani inclinati e pendoli. Successivamente, il principio venne ripreso da
Newton (1680) ed espresso in termini di identita fra massa inerziale e massa gravitazio-
nale, eseguendo misure con pendoli e diverse sostanze. Il passo successivo, decisivo, si
deve ad Einstein (1907). Cominciamo con il rivedere la formulazione del Principio di
Equivalenza data da Galileo nei Discorsi (1638), [8]:

Le cose da me sin qui prodotte, ed in particolare questa, che la differenza
di gravita, ben che grandissima, non abbia parte veruna nel diversificare le
velocita de i mobili, si che, per quanto da quella depende, tutti si moverebbero
con egual celeritd, [...] Lesperienza fatta con due mobili quanto piu si possa
differenti di peso, col fargli scendere da un’altezza per osservar se la velocita
loro sia eguale, patisce qualche difficoltd: [...] E perd sono andato pensando
di reiterar tante volte la scesa da piccole altezze, ed accumulare insieme tante
di quelle minime differenze di tempo, che potessero intercedere tra 'arrivo al
termine del grave e I'arrivo del leggiero, che cosi congiunte facessero un tempo
non solo osservabile, ma grandemente osservabile. [...] In oltre, per potermi
prevaler di moti quanto si possa tardi, ne i quali manco lavora la resistenza
del mezzo in alterar 'effetto che depende dalla semplice gravita, sono andato
pensando di fare scendere i mobili sopra un piano declive, non molto elevato
sopra l'orizontale; ché sopra questo, non meno che nel perpendicolo, potra
scorgersi quello che facciano i gravi differenti di peso [...]

Dalla magnifica prosa scientifica di Galileo si evince come, in questa serie di esperi-
menti fatti studiando la caduta dei corpi in aria e lungo un piano inclinato, Galileo
metta in evidenza I'indipendenza dalla massa (peso) della caduta di corpi aventi la stessa
composizione chimica, se si riuscisse ad eliminare gli effetti del mezzo, ovvero l'attrito

con l'aria. E ancora Galileo scriveva:

[...] e passando pil1 avanti, ho anco voluto liberarmi da qualche impedimento che
potesse nascer dal contatto di essi mobili su ‘I detto piano declive: e finalmente
ho preso due palle, una di piombo ed una di sughero, quella ben piti di cento
volte piti grave di questa, e ciascheduna di loro ho attaccata a due sottili spaghetti
eguali, [...] allontanata poi I'una e I'altra palla dallo stato perpendicolare, gli ho
dato 'andare nell'istesso momento, ed esse, scendendo per le circonferenze de’
cerchi descritti da gli spaghi eguali, lor semidiametri, passate oltre al perpendicolo,
son poi per le medesime strade ritornate indietro; e reiterando ben cento volte
per lor medesime le andate e le tornate, hanno sensatamente mostrato, come la
grave va talmente sotto il tempo della leggiera, che né in ben cento vibrazioni, né
in mille, anticipa il tempo d’'un minimo momento, ma camminano con passo
egualissimo. Scorgesi anco 'operazione del mezzo, il quale, arrecando qualche
impedimento al moto, assai pitt diminuisce le vibrazioni del sughero che quelle
del piombo, ma non pero che le renda pili 0 men frequenti; anzi quando gli archi
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passati dal sughero non fusser piti che di cinque o sei gradi, e quei del piombo di
cinquanta o sessanta, son eglin passati sotto i medesimi tempi [...]

In questa parte dei Discorsi, Galileo mette in risalto una serie di esperimenti fatti con
pendoli utilizzando oggetti di diversa composizione chimica. La precisione delle mi-
sure di Galileo nell’accelerazione relativa di caduta dei corpi ¢ dell’ordine di 2:10-3,
paragonabile alle misure fatte da Newton, sempre utilizzando dei pendoli, ma diversi
decenni dopo. Questa serie di esperimenti ¢ databile fra il 1600 ed il 1602. Possiamo
riassumere gli esperimenti di Galileo nell’enunciato gia anticipato nel § 2: zuzti i corpi
cadono nel vuoto con la medesima accelerazione, indipendentemente dalla loro massa e
composizione chimica.

Emergono quindi chiaramente i seguenti aspetti dagli esperimenti condotti da

Galileo:

1. limportanza di eliminare I'effetto del mezzo;
2. Tlindipendenza della caduta libera dalla massa dei corpi;
3. Tlindipendenza della caduta libera dalla composizione dei corpi;

4. il concetto di misure locali e della loro relazione con la precisione delle stesse

misure.

La formulazione di Newton del Principio di Equivalenza risale al 1680 ed ¢ riportata
nei Principia [18, 19], Definizione I:

It is this quantity that I mean hereafter everywhere under the name of body or

mass. And the same is known by the weight of each body; for it is proportional

to the weight, as I have found by experiments on pendulums, accurately made,
which shall be shown hereafter.

Come si evince, Newton si esprime in termini di proporzionalita fra massa inerzia-
le (corpo o massa) e massa gravitazionale (peso)®. Successivamente, nel Libro III,

Proposizione VI, Teorema VI, a conferma di quanto sopra scrive:

That all bodies gravitate towards every planet; and that the weights of bodies
towards any the same planet, at equal distances from the centre of the planet,
are proportional to the quantities of matter which they severally contain.

Qui Newton comincia a riportare i risultati dei suoi esperimenti conseguiti utilizzando

pendoli e sostanze di diversa composizione chimica:

It has been, now of a long time, observed by others, that all sorts of heavy [...]
descend to the earth from equal heights in equal times; and that equality of

5 Qui utilizzeremo una traduzione in Inglese dei Principia [19] che, come & noto, furono scritti in

Latino da Newton.

6 Siricorda che i due tipi di massa esprimono proprieta diverse. La massa inerziale misura l'inerzia di
un corpo, ovvero la resistenza che questo oppone alle alterazioni del suo stato. La massa gravitazionale

esprime invece la capacita di attrazione fra corpi, ¢ una sorta di carica (attrattiva) gravitazionale.
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times we may distinguish to a great accuracy, by the help of pendulums. I tried
the thing in gold, silver, lead, glass, sand, [...] I provided two wooden boxes,
round and equal: I filled the one with wood, and suspended an equal weight of
gold (as exactly as I could) in the centre of oscillation of the other. The boxes
hanging by equal threads of 11 feet made a couple of pendulums perfectly
equal in weight and figure, and equally receiving the resistance of the air [...]
I observed them to play together forward and backward, for a long time, with
equal vibrations. And therefore the quantity of matter in the gold [...] was to
the quantity of matter in the wood as the action of the motive force (or vis
motrix) upon all the gold to the action of the same upon all the wood; that is,
as the weight of the one to the weight of the other: [...] By these experiments,
in bodies of the same weight, I could manifestly have discovered a difference
of matter less than the thousandth part of the whole, [...]

Come si pud notare, la precisione delle misure effettuate da Newton era di 1107
nell’accelerazione relativa utilizzando pendoli di diversa composizione, dello stesso or-
dine di grandezza quindi della precisione delle misure fatte da Galileo.
Newton porta il moto dei satelliti di Giove e quello di Giove stesso nel campo del
Sole come ulteriore esempio:
[...] since the satellites of Jupiter perform their revolutions in times which
observe the sesquiphiate proportion of their distances from Jupiter’s centre,
their accelerative gravities towards Jupiter will be reciprocally as the squares
of their distances from Jupiter’s centre; [...] that the weights of Jupiter and of
his satellites towards the sun are proportional to the several quantities of their
matter, appears from the exceedingly regular motions of the satellites [...] if
some of those bodies were more strongly attracted to the sun in proportion
to their quantity of matter than others, the motions of the satellites would be
disturbed by that inequality of attraction [...]

Riassumendo, Newton osservo che:

1. le Lune di Giove rivoluzionano intorno a esso come se 'effetto di attrazione

gravitazionale del Sole fosse nullo;

2. questo ¢ vero se l'attrazione provocata dal Sole su Giove e le sue Lune ¢ la

stessa;

3. laforza di gravita prodotta dal Sole deve essere proporzionale alla massa iner-

ziale del corpo da esso attratto.

4. Il Principio di Equivalenza: formulazione di Einstein

Einstein fece proprie le formulazioni di Galileo e Newton del Principio di Equivalenza
e ando oltre. Il Principio di Equivalenza di Einstein (PEE) ¢ alla base della Relativita
Generale (RG) e della sua struttura geometrica. Con Einstein si hanno tre formulazioni

del Principio di Equivalenza.

1. DEBOLE: ¢ alla base delle teorie praticabili della gravitazione;
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2. MEDIO-FORTE: ¢ alla base delle teorie mezriche della gravitazione compresa la

RG;

3. MOLTO-FORTE, ¢ una caratteristica della RG, ovvero della geometrodinamica di

Finstein.

Sottolineiamo la differenza tra queste tre formulazioni perché quelle di Newton ed
Einstein non sono le uniche teorie della gravitazione. Una teoria si dice mesrica quan-
do prevede uno spazio-tempo curvo e si basa sul PEE. In particolare, una teoria si dice
praticabile se soddisfa i seguenti requisiti: i) ¢ completa, ii) & auto-consistente, iii) &
relativistica, iv) possiede il corretto limite newtoniano.

Per completezza di una teoria si intende che essa ¢ in grado di analizzare i risultati
di un dato esperimento a partire da alcuni ‘principi primi’. Una teoria & auto-consistente
quando predice risultati univoci per un dato esperimento. Una teoria si dice relativisti-
ca quando, in assenza di effetti gravitazionali, le leggi non-gravitazionali della fisica si
riducono a quelle della relativita speciale. Infine, una teoria si dice newtoniana quando,
nel limite di campi gravitazionali deboli e basse velocita rispetto a quella della luce, i
risultati della teoria concordano con quelli newtoniani.

Come arrivod Einstein alla sua formulazione del Principio di Equivalenza? Parti
dall’osservazione che in un sistema di riferimento accelerato (ovvero non-inerziale nella
visione newtoniana) si avverte una forza apparente che ¢ proporzionale alla massa (iner-
ziale) del corpo su cui agisce ed & opposta all'accelerazione del sistema di riferimento.
Ma allora la forza apparente nel riferimento accelerato gode della stessa proprieta della
forza di gravita di Newton (per la seconda legge della dinamica): entrambe sono pro-
porzionali alla massa inerziale del corpo sul quale agiscono.

E opportuno notare che si tratta di un risultato sperimentale: non c’¢ una spie-
gazione teorica per questo fatto. Secondo Einstein /[identita delle due masse, ossia la
proporzionaliti delle due forze (quella di gravita e quella apparente) con la massa non ¢
casuale, ma piuttosto esprime la vera natura della gravitazione.

Si consideri un sistema di riferimento in caduta libera — il famoso ascensore di
Einstein con i cavi recisi — e una pallina libera posizionata nel centro di massa dell’ascen-
sore. Si osservera che la pallina non si muove rispetto alle pareti e al pavimento o al
tetto dell’ascensore. Perché? Perché la forza risultante, somma di quella di gravita ri-
volta verso il basso e di quella apparente rivolta verso I'alto, & nulla’. Questo risultato
non solo implica I'identita fra massa inerziale 72; (quella al secondo membro della se-
conda legge della dinamica) e quella gravitazionale mg (quella che compare nella legge
della gravitazione universale di Newton), ma implica anche l'assenza di peso. Allora,
poiché la forza risultante ¢ nulla, se alla pallina diamo una piccola spinta, in accordo

con il Principio di Inerzia di Galileo, questa si muovera di moto rettilineo e uniforme.

7 Si noti che l'accelerazione apparente, eguale e opposta a quella del riferimento in caduta libera, ¢
anche eguale in modulo a quella di gravita della pallina, perché questa & collocata nel centro di massa

dell'ascensore.
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Quindj, se ci dimentichiamo della forza di gravita, il riferimento in caduta libera altro
non ¢ che un riferimento inerziale! Sostanzialmente é come trovarsi in un riferimento
(laboratorio) che, lontano da qualsiasi corpo, si muove di moto rettilineo e uniforme.

La conclusione di Einstein ¢ la seguente:

eseguendo un qualsiasi esperimento di fisica all'interno del riferimento in
caduta libera, dai risultati locali non potrd distinguere il mio riferimento
da quello costituito da un riferimento inerziale lontano da qualsiasi campo
gravitazionale.

Attenzione: quest’affermazione vale solo localmente (sia nello spazio che nel tempo)
perché il campo gravitazionale non ¢ uniforme, ovvero esistono le forze di marea.

Il lettore potrebbe chiedersi: ma cosa centrano le forze di marea con il Principio di
Equivalenza? Inoltre, se le forze di gravita della Luna e del Sole si annullano in un ri-
ferimento in caduta libera: come possiamo parlare delle maree provocate da rali corps? La
risposta a tali domande sta proprio nel significato locale del Principio di Equivalenza,
ossia: i riferimenti in caduta libera sono localmente (nello spazio e nel tempo) equiva-
lenti a un riferimento inerziale.

Al fine di capire meglio questo punto, consideriamo una Terra sferica®. In questo
caso 'accelerazione di gravita ¢, come noto dalla legge di Newton della gravitazione
universale (F_=G M, m,/ r*), inversamente proporzionale al quadrato della distanza.
Allora, oggetti a diversa distanza dal centro della Terra saranno soggetti a diverse accele-
razioni: maggiore ¢ la distanza dal centro della Terra, minore risultera I'accelerazione.

Supponiamo di considerare, nel nostro riferimento in caduta libera, tre palline e
non una come in precedenza, allineate lungo la direzione radiale, con quella centrale
ancora posizionata nel centro di massa dell’ascensore e le altre poste sopra e sotto a
distanza D da questa. La forza apparente ¢ la stessa per le tre palline ma, mentre questa
eguaglia la forza di gravitd per la pallina posizionata nel centro di massa, per quella
posizionata sopra risulta maggiore, perché questa ¢ pitt lontana dal centro della Terra,
mentre per quella posizionata sotto, risulta inferiore, perché questa risulta piti vicina al
centro della Terra. La forza risultante non ¢ piti nulla per queste palline e, nel riferimen-
to dell’ascensore, vedremmo quella pit distante dal centro della Terra spostarsi verso
il soffitto, mentre quella pill vicina spostarsi verso il pavimento. Quindi le distanze
relative fra le palline crescono. Ecco, in questi spostamenti relativi si esplicano le forze
di marea che, nella visione di Einstein, misurano la curvatura dello spazio-tempo.

Se supponiamo di sostituire le palline con una nube sferica di particelle d’acqua
attorno al centro di massa dell’ascensore in caduta libera, vedremo la nube sferica tra-
sformarsi in un ellissoide, stirandosi nella direzione radiale e schiacciandosi trasversal-
mente: si forma lellissoide di marea. Questo ¢ cid che avviene per gli oceani e la crosta
terrestre, perché la Terra ¢ in caduta libera nei campi gravitazionali di Luna e Sole.

La forza residua (non cancellata) delle maree lunari ¢ circa il doppio di quelle solari.

8 Il fatto che la Terra reale non sia sferica non altera i termini della discussione che segue.
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Questo lo si puo capire dalla espressione matematica della forza di marea che, con ot-
tima approssimazione, ¢ data da AF =2(GM zm, / D

Come si pud notare, la forza di marea, al pari quella di gravitd, dipende dal pro-
dotto delle masse ma ¢ inversamente proporzionale al cubo della distanza e non al
suo quadrato. Inoltre, la forza di marea ¢ proporzionale alla distanza D, ovvero alla
dimensione caratteristica dell’oggetto su cui agisce. Lequazione ci spiega quindi per-
ché le maree lunari sono pit grandi di quelle solari: sebbene la Luna abbia una massa
molto pil piccola di quella del Sole, essa ¢ molto pill vicina. Infine, sebbene questa
nostra discussione si sia basata su un’espressione newtoniana, la sua dipendenza dalla
separazione D ci aiuta a capire 'importanza del concetto di locale nella formulazione
del Principio di Equivalenza.

A questo punto possiamo esplicitare le tre formulazioni di Einstein del Principio di
Equivalenza [4].
Formulazione DEBOLE: i/ moto di una qualsiasi particella di prova in caduta libera é indi-
pendente dalla sua composizione e struttura.

La formulazione DEBOLE ¢ anche indicata in termini della universalita della caduta
libera e si basa sul principio secondo il quale il rapporto fra la massa inerziale e quella
gravitazionale ¢ costante.

Per “particella di prova” si intende una particella:

1. elettricamente neutra;

2. con energia di legame gravitazionale trascurabile rispetto alla sua massa a ri-

poso;
3. con momento angolare trascurabile;

4. sufficientemente piccola da far si che le eventuali disomogeneita del campo
gravitazionale all'interno del suo volume abbiano un effetto trascurabile sul

Suo moto.

In definitiva, 'enunciato DEBOLE del Principio di Equivalenza di Einstein pud anche
enunciarsi come segue: iz un qualsiasi riferimento locale (non rotante) in caduta libera, la
traiettoria seguita da una particella di prova in caduta libera é una linea retta, in accordo

con la relativiti speciale.

Formulazione MEDIO-FORTE: per ogni evento ‘puntiforme” dello spazio-tempo esiste un
intorno sufficientemente piccolo, tale che, in ogni riferimento locale in cadura libera in tale
intorno, tutte le leggi non-gravitazionali della fisica obbediscono alle leggi della relativita
speciale.

Con questa formulazione Einstein generalizza il Principio di Equivalenza a tutte le
leggi della fisica esclusa la gravitazione stessa. In tal modo, Einstein postula che in nes-
sun riferimento in caduta libera sia possibile rilevare 'esistenza di un campo gravitazio-
nale da un qualsiasi esperimento di fisica non-gravitazionale: meccanico, termodinami-

co, elettromagnetico, nucleare, ... Quando in letteratura si parla di PEE, solitamente
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ci si riferisce alla presente formulazione MEDIO-FORTE. Tale principio ¢ soddisfatto dalla

RG (Geometrodinamica) e dalle teorie metriche della gravitazione.

Formulazione MOLTO-FORTE: per ogni evento ‘puntiforme” dello spazio-tempo esiste un
intorno suffficientemente piccolo tale che, in ogni riferimento locale in caduta libera in tale
intorno, tutte le leggi della fisica obbediscono alle leggi della relativita speciale.

La presente formulazione ¢ estesa a TUTTE le leggi della fisica — non solo a quel-
le non-gravitazionali, come nella formulazione MEDIO-FORTE. Inoltre, la formulazione
MOLTO-FORTE del Principio di Equivalenza ¢ una peculiarita della RG di Einstein, quin-

di ¢ alla base della sua geometrodinamica.

5. Lo spazio-tempo della relativita

Esiste un concetto intuitivo, oltre a quello delle forze di marea, che possa aiutarci ulte-
riormente a comprendere un po’ pill a fondo la teoria della gravitazione di Einstein e,
in particolare, le proprieta dello spazio-tempo? E poi, che cosa ¢ il tensore metrico citato
nell'Introduzione?

Partiamo da un esempio concreto. Come possiamo descrivere il moto di un corpo,
diciamo di un punto materiale o particella, secondo la relativita di Einstein? In relativ-
ita si parla in termini di /inea di universo seguita dalla particella. Nella fisica galileiana e
newtoniana sappiamo come procedere: si usa il tempo (assoluto) # come parametro per
descrivere le successive posizioni assunte dalla particella nello spazio tridimensionale
euclideo. Se con 7 indichiamo la posizione (vettore) spaziale della particella, la traiet-
toria sara descritta da 7(¢), che fornisce la legge oraria.

In relativita le cose stanno diversamente perché il tempo #¢& una semplice coordinata
(assieme a quelle spaziali)’ e non ha il carattere assoluto che ha nella fisica newtoniana
(“vero”, “matematico’, che scorre indipendentemente da tutto il resto). Abbiamo allora
bisogno di un nuovo parametro che abbia un carattere assoluto e con la caratteristica
di crescere (dal passato al futuro) lungo la linea di universo della particella. Questo pa-
rametro prende il nome di zempo proprio della particella e rappresenta una “lunghezza”
nello spazio-tempo. Si dice anche che ¢ un invariante. Indichiamolo con la lettera ©
dell’alfabeto greco.

Il tempo proprio ¢ il tempo che segna un orologio attaccato alla particella, cioe che
viaggia con il corpo. Il fatto che sia un invariante dello spazio-tempo significa che non
dipende dal sistema di coordinate utilizzato per descrivere il moto della particella: in
altre parole, assume lo stesso valore in tutti i sistemi di riferimento. Per comprendere
questa frase si deve capire il termine “/unghezza” nello spazio-tempo.

Nella geometria euclidea, la distanza fra due punti, o, se si preferisce, la lunghezza
di un’asta rigida, ¢ una grandezza invariante. Infatti, indipendentemente dal sistema di
coordinate spaziali utilizzate, il suo valore ¢ sempre lo stesso e si ottiene applicando il

Teorema di Pitagora. Cambiano i valori delle componenti (due se operiamo nel piano,

9 Ricordiamoci che in precedenza abbiamo sottolineato come in relativita spazio e tempo siano inter-

dipendenti.
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tre se operiamo nello spazio), ma non la radice quadrata della somma dei loro quadrati.
In altri termini, indipendentemente dal sistema di coordinate, la lunghezza dell’asta ¢
quel numero che otteniamo misurando direttamente la distanza fra i suoi estremi con
un metro. Se assumiamo un sistema di coordinate cartesiane ortogonali, per il quadrato
della lunghezza A¢ dell’asta possiamo scrivere Af? = Ax* + Ay? +Az?, con ovvio signifi-
cato per i diversi simboli.

Nel caso dello spazio-tempo piatto della relativita speciale, la lunghezza invariante At
¢ legata alle coordinate spazio-temporali da una relazione analoga alla precedente ma
con una piccola (ma sostanziale) differenza di segno, ovvero At? = Ar2 — Ax? —Ay? —AZ2
In questa espressione si ¢ implicitamente assunto di utilizzare le stesse unita per tutte le
coordinate; ad esempio, possiamo misurare tutte le coordinate in secondi o tutte in cen-
timetri. La velocita della luce ¢, che ¢ costante e invariante, gioca semplicemente il ruolo
di un fattore di conversione dalle unita di distanza a quelle di tempo, o viceversa, ed ¢
stata assunta eguale a 1 nello scrivere I'espressione per I'intervallo di zempo proprio At .

I coefficienti che moltiplicano i quadrati delle coordinate nell’espressione della lun-
ghezza dello spazio-tempo, rispettivamente [1, -1, -1, -1], rappresentano le componenti
del tensore metrico dello spazio-tempo piatto della relativita speciale®.

Questo ¢ cid che accade nella relativita speciale, ma come cambiano le cose in re-
lativitd generale? In altre parole, quale ¢ effetto della curvarura dello spazio-tempo sul
tensore metrico? La risposta sta in quanto detto nel § 4.

In relativita generale non ¢ possibile costruire un riferimento inerziale per cosi dire
“globale”, ovvero: in presenza di campi gravitazionali non ¢ possibile coprire tutto lo
spazio-tempo con un singolo riferimento inerziale. Al contrario, i riferimenti inerziali
(per il Principio di Equivalenza) hanno solo un significato locale (nello spazio e nel
tempo) e sono i riferimenti (non rotanti) in caduta libera. In tali riferimenti possiamo
localmente annullare la gravita a meno delle forze di marea, che risultano una misura
della curvatura dello spazio-tempo.

Per dirla in termini puramente matematici, se indichiamo con 7 il tensore metrico
dello spazio-tempo piatto della relativita speciale e con g quello dello spazio-tempo curvo
della relativitd generale, per il Principio di Equivalenza in un riferimento in caduta
libera (localmente) g tendera am (g — m). In tale riferimento si potranno annullare le
derivate prime di g, ma non le derivate seconde che si legano alla curvatura. Per dirla
ancora in altri termini, in relativita generale le componenti del tensore metrico dipen-
dono dalle coordinate stesse e, qualunque sistema di coordinate si scelga fra tutti i pos-
sibili sistemi di coordinate, non se ne trovera mai uno in cui tali componenti risultino

formate dalla sequenza [1, -1, -1, -1].

10 Non ci interessa approfondire ulteriormente che cosa sia un tensore. Per chi ha familiarita con
l'algebra lineare possiamo ulteriormente sottolineare che si tratta di una matrice 4x4 diagonale i cui
elementi sono dati da [1, -1,-1, -1] nel caso dello spazio-tempo piatto della relativita speciale introdotto

nel testo.
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6. Osservazioni cosmologiche e modelli teorici
Ci sono evidenze osservative cosi come argomenti zeorici sulla base delle quali si preve-
dono modifiche alla struttura geometrica della Relativita Generale e possibili violazioni

del Principio di Equivalenza.

A) EVIDENZE OSSERVATIVE. Le evidenze osservative si basano principalmente sull’espan-
sione dell'universo e la sua accelerazione da una parte e sugli (apparentemente) anomali
comportamenti dei moti delle stelle alla periferia delle galassie!' dall’altra, osservazioni
attualmente interpretate con la (possibile) presenza di cid che i fisici hanno chiamato,
rispettivamente, energia oscura e materia oscura. Infatti, a partire dalla fine degli anni
‘90 del secolo scorso, le misure della distanza di galassie lontane grazie alle esplosioni di
Supernovae la [10], che fungono da candele standard, cosi come le misure sempre pitt
precise della distribuzione della radiazione cosmica di fondo - il residuo fossile a circa
2.7 K del Big Bang - e delle sue fluttuazioni [5,14], hanno mostrato che la materia cosi
come la conosciamo (si dice barionica) sembra costituire soltanto il 4% della massa-
energia presenti nell'universo visibile. Circa il 73% dell’'universo sarebbe costituito da
una qualche forma di energia non spiegabile (apparentemente) dalle nostre attuali leggi
della fisica, a cui ¢ stato dato il nome di energia oscura. 1l restante 27% sarebbe costitu-
ito da materia, la cui la stragrande maggioranza (il 23% dei costituenti dell’'universo)
si presenterebbe non visibile e principalmente dislocata all'interno delle galassie e, in
particolar modo, all'interno degli ammassi di galassie, a cui ¢ stato dato quindi il nome

di materia oscura fredda.

B) ARGOMENTI TEORICL Gli argomenti zeorici si basano sul fatto che la teoria di Einstein
¢ una teoria classica della gravitazione, ovvero non-quantistica, mentre le altre forze
della natura si interpretano in una teoria quantistica delle diverse interazioni, che ha
portato al Modello Standard [11, 26, 23] della fisica delle particelle: 'interazione elet-
tromagnetica, I'interazione nucleare forte e I'interazione nucleare debole. A oggi, tutti
gli sforzi effettuati nell’unificare 'interazione gravitazionale, e quindi il suo modello
standard, ovvero la Relativith Generale, con le altre interazioni fondamentali della
natura in un’unica teoria quantistica dei campi sono falliti. Questi sforzi prevedono
introduzione di nuovi campi (scalari, vettoriali, tensoriali) in aggiunta al tensore
metrico g di Einstein, che portano, naturalmente, a una violazione del Principio di
Equivalenza.

In particolare, negli ultimi trent’anni la comunita dei fisici teorici si ¢ sempre pilt
focalizzata sulla teoria delle stringhe (2] e sulle sue possibili varianti. Secondo questa
teoria'? le diverse particelle del Modello Standard altro non sarebbero che diverse “ma-

nifestazioni” di un’entith chiamata szringa (o corda): a seconda della frequenza di oscil-

11  Si tratta delle curve di rotazione delle galassie che tendono a diventare asintoticamente piatte ad un
valore costante della velocitd periferica, quando ci si aspetterebbe, dal punto di vista classico, un anda-
mento del tipo ¥ = 1f—v";

12 Si tratta di una teoria molto ambiziosa chiamata anche Teoria del Tutto.
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lazione di una corda, essa si manifesterebbe come elettrone piuttosto che come protone
o come una qualsiasi altra particella nota'®. Una delle predizioni della teoria delle strin-
ghe riguarda le dimensioni dello spazio-tempo. Queste non sarebbero soltanto le quat-
tro discusse in precedenza, ma potrebbero essere 10 o 11, o addirittura 26, a seconda
della variante che si considera di questa teoria. La teoria delle stringhe, che si propone
di unificare le diverse interazioni della natura — e di avere come limite sia la meccanica
quantistica sia la relativitd generale — dovrebbe quindi anche fornirci la corretta teoria
della gravith quantistica tanto cercata dai fisici.

Ma le cose stanno proprio cosi? Si ¢ certi di queste misure? O meglio, si ¢ certi nel
considerarle nel giusto contesto fisico? Sono corrette le equazioni che utilizziamo per
i possibili modelli cosmologici? E, in esse, ¢ preso nella giusta considerazione il ruolo
della costante cosmologica A? Ci sono riscontri sperimentali alle predizioni della teoria
delle stringhe? Risponderemo a tali domande cercando di mettere in evidenza alcune

questioni aperte:

1. Le osservazioni ci dicono che su grande scala 'universo ¢ spazialmente piatto,
ovvero euclideo. Queste osservazioni, anche se corrette, si riferiscono a una
porzione (quella visibile) dell’universo in cui viviamo — si dice “alla scala del
nostro orizzonte”, che & dell’'ordine dell’inverso della costante di Hubble H,
cio¢ pari a circa 13,7 miliardi di anni. Le dimensioni spaziali dell’'universo,
sulla base dei modelli cosmologici, dovrebbero essere pitt grandi di almeno
un fattore 10 tenendo conto delle osservazioni. Ma allora la curvatura globale
dell’'universo non potrebbe evidenziarsi oltre il limite ®1/H? (Cio in analogia
con quel che avviene per la superficie curva della Terra e I'orizzonte apparente

piatto di un suo osservatore qualsiasi.);

2. Recentemente i comportamenti anomali delle stelle di ben 47 galassie, parti-
colarmente ricche di gas interstellare, sono stati interpretati in buon accordo
con una modifica della interazione gravitazionale di Newton che prende il
nome di teoria di MOND" [16], dunque senza ricorrere alla materia oscura
fredda. Possibile allora che la materia oscura conti per le misure riguardanti
la radiazione cosmica di fondo e non per le curve di rotazione delle galassie?
Tutto questo ¢ coerente con il Principio Cosmologico (implicitamente ammesso

in cosmologia)'® secondo cui, ovunque si osservi 'universo nel suo complesso,

13 Ciascun modo di oscillazione si caratterizza per un certo numero di numeri quantici che rappre-
sentano quindi i diversi tipi di particelle che conosciamo. In una maniera molto intuitiva possiamo dire
che le diverse particelle si manifestano come le diverse note musicali da una singola corda di violino a

seconda di come questa venga pizzicata.

14 Acronimo di MOdified Newtonian Dynamics. Una delle predizioni di questa teoria riguarda la

relazione esistente fra la massa della galassia e I'andamento piatto della curva di rotazione delle galassie.

15 1l Principio Cosmologico ha pilt una natura filosofica che fisica, esso vorrebbe dirci che non ci

troviamo in nessun punto privilegiato (sia nello spazio che nel tempo) dell'universo.
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questo sl presenta omogeneo e isotropo?

3. La costante cosmologica A fa parte naturalmente delle equazioni dei campi di
Einstein e giocherebbe un ruolo fondamentale per interpretare I'espansione

dell'universo e la sua accelerazione senza ricorrere all'energia oscura;

4. Fino a oggi non esiste una verifica sperimentale delle previsioni della teoria
delle stringhe, o, per dirla ancora pil esplicitamente, nessuna delle previsioni

della teoria ¢ verificabile dal punto di vista sperimentale;

5. Infine — e, forse, cosa ancor pil significativa — se vogliamo dar credito alla
teoria della gravitazione di Einstein, dobbiamo anche considerare che le equa-
zioni dei campi della relativita generale sono molto complicate da risolvere dal
punto di vista matematico, salvo alcuni (rari) casi caratterizzati da particolari
simmetrie. Quindi, forse non siamo ancora in grado di trovare le soluzioni, in
certi contesti, che ci permetterebbero di interpretare correttamente le eviden-

ze osservative, almeno laddove gli effetti quantistici sono trascurabili.

Non possiamo qui approfondire ulteriormente le cinque questioni, i cui aspetti sono
comunque incompleti per fornire un quadro esauriente dello szato dell’arte di osser-
vazioni e teorie fisiche. Tali aspetti sono stati introdotti perché mettono in evidenza
quanto sia difficile ‘costruire’, oggi piti di ieri, un paradigma cosmologico soddisfacente
e, in definitiva, quanto sia importante verificare la teoria della gravitazione di Einstein

in tutte le sue possibili previsioni.

7. Conclusioni

Nei precedenti paragrafi sono state introdotte le idee ispiratrici della teoria della gravita-
zione di Albert Einstein, o geometrodinamica. 1l cuore della teoria si fonda sul Principio
di Equivalenza di Einstein, base della relativita generale e della sua struttura geometri-
ca. Esso ¢ quindi alle fondamenta della teoria e la sua continua verifica sperimentale
costituisce una delle pitt importanti attivita della moderna fisica fondamentale.

Fino a oggi, la teoria di Einstein ha superato brillantemente tutte le verifiche spe-
rimentali, soprattutto in campo debole, come vale per gli esperimenti condotti nei
laboratori terrestri e per quelli eseguiti nel sistema solare, ma anche in campi piti intensi
(sistema binario con pulsar al milli-secondo).

Tutto questo non ¢, perd, sufficiente. Come si ¢ accennato nel § 6, le osservazioni
cosmologiche non sono (apparentemente) spiegabili in termini della sola teoria della
gravitazione di Einstein. Inoltre, le verifiche delle previsioni della relativita generale in
campi estremamente intensi non sono mai state effettuate e richiedono (probabilmen-
te) una teoria quantistica della gravitazione. Da questo quadro generale risulta 'impor-
tanza di nuove e pilt precise misure delle predizioni della teoria della relativita generale
e, in particolare, della verifica della validita del Principio di Equivalenza di Einstein
nelle sue diverse formulazioni: DEBOLE, MEDIO-FORTE, MOLTO-FORTE.

Nella Introduzione abbiamo segnalato come esso sia oggi verificato con una preci-
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sione dell’ordine di 1 parte in 10". Queste misure sono state ottenute confrontando
laccelerazione relativa di caduta libera di sostanze con diversa composizione chimica
nel campo del Sole utilizzando una bilancia di torsione rotante — tramite esperimenti
di laboratorio — e comparando la caduta di Terra e Luna nel campo del Sole tramite la
tecnica del Lunar Laser Ranging (LLR)'. Una maggiore precisione — di qualche ordine
di grandezza — nella verifica del Principio di Equivalenza consentirebbe (eventualmen-
te) di poter discriminare fra le diverse teorie alternative della gravita, che prevedono
violazioni per diversi valori della accelerazione relativa di caduta libera di corpi con
diversa composizione chimica.

La svolta potrebbe aversi con sofisticati (e precisi) esperimenti di caduta libera a
bordo di satelliti artificiali attorno alla Terra. La caduta libera e il segnale di riferimento
relativamente grande, I'accelerazione orbitale essendo in questo caso circa tre ordini
di grandezza pit grande'’ rispetto a quella della Terra nel campo del Sole, consentono
l'utilizzo di masse di diversa composizione molto piti grandi rispetto a quelle degli
esperimenti terrestri, con il grande vantaggio di essere perd debolmente accoppiate
e con lunghi tempi di integrazione — ossia di raccolta dati — contro i pochi secondi
della caduta libera in esperimenti da torri di caduta. Le masse debolmente accoppiate
(diciamo a mezzo di opportune molle) in caduta libera — per esempio, due cilindri di
diversa composizione con gli assi ed i centri di massa coincidenti — costituiscono un ac-
celerometro differenziale che, se messo in rotazione, consente di modulare il segnale di
un’eventuale violazione del Principio di Equivalenza a una ben determinata frequenza,
con il vantaggio di separare questo segnale da altri effetti perturbativi che potrebbero
mascherare o mimare il segnale (eventuale) di violazione.

Fra le diverse proposte di missione di questo genere segnaliamo Galileo Galilei (GG)
dell'Universita di Pisa. Questo esperimento, in avanzata fase di studio e progettazio-
ne, potrebbe verificare [universalitis della caduta libera, ovvero la forma DEBOLE del
Principio di Equivalenza, con una precisione dell'ordine di 1 parte in 10" [20], corri-
spondente a un salto in avanti di ben 4 ordini di grandezza!

Termina qui questa Lettera principalmente focalizzata sui fondamenti della geome-
trodinamica di Einstein, con particolare attenzione al Principio di Equivalenza e alla
struttura dello spazio-tempo. Largomento ¢ assai vasto, con collegamenti fra fisica teo-
rica, esperimenti, osservazioni e modelli cosmologici, ciascuno dei quali richiederebbe,
anche per una semplice trattazione divulgativa, molto pili spazio. La speranza ¢ di aver
destato nel lettore un interesse da coltivare ulteriormente con letture pitt approfondite

e finalizzate. Segnalo, a questo proposito, una serie di testi a carattere divulgativo per

16 Da opportune stazioni laser terrestri si sparano impulsi di breve durata verso degli specchi laser riflet-
tori posizionati sulla superficie della Luna. Dalla misura del tempo di andata e ritorno si risale alla misura
della distanza del nostro satellite naturale (con accuratezza centimetrica) e da questa, tramite opportuni
modelli, ad una serie di parametri legati alla geofisica della Luna (struttura interna, librazioni, ...) e alla

Relativita Generale.

17 Per satelliti in orbita bassa, diciamo 500 km in altezza, I'accelerazione di gravita g & circa 8.4 m/s.
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approfondire i temi discussi nella presente Lettera'®: per la relativit, si consigliano [25]

e [21]; per la meccanica quantistica, [9]; infine, per la teoria delle stringhe, [12].

18 La Bibliografia citata fino a questo punto, ad eccezione di alcune voci [15,8,18,19], & piuttosto

specialistica e di non facile lettura.
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